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Komplexní èísla 2:

Jednoduché rovnice v C, geometrická interpretace C a goniometrický tvar komplexních èísel

Z minula si pøipomeòme, ¾e ka¾dé komplexní èíslo má tvar

a+ b · i

kde reálnému èíslu a øíkáme reálná èást a reálnému èíslu b øíkáme imaginární èást.

Jednoduché rovnice v C

Pøíklad 1. Urèete x, y ∈ R, aby platilo:

x (1 + i) + y (1− i) = 4 + 2i.

Øe¹ení. Napravo je komplexní èíslo v algebraickém tvaru, i levou stranu tedy upravíme do algebraického tvaru:
x (1 + i) + y (1− i) = x+ xi+ y − yi = (x+ y) + (x− y) i. Máme tedy

(x+ y) + (x− y) i = 4 + 2i.

Reálná èást napravo musí být stejná jako nalevo, proto musí platit x + y = 4, a podobnì i s imaginární, tj.
x− y = 2, získáme tak soustavu {

x+ y = 4

x− y = 2,

která má øe¹ení x = 3, y = 1.

A teï vy:

Pøíklad 2. Vyøe¹te rovnici x (y + i) + y (x− i) = 2x− 2yi pro x, y ∈ R. [x = 0, y = 0 nebo x = 3, y = 1]

V pøedchozích dvou pøíkladech jsme rovnici ve skuteènosti rozdìlili na dvì rovnici, jednu pro Re (z) a druhou
pro Im (z). V následujících pøíkladech u¾ budeme s komplexními èísly provádìt i algebraické operace:

Pøíklad 3. Øe¹te rovnici s neznámou z ∈ C:

z = 3i (z − i)− 5z.

Øe¹ení. Pøíklady tohoto typu mù¾eme øe¹it dvìma zpùsoby:

a) Pou¾ijeme fakt, ¾e kdy¾ je z ∈ C, tak mù¾eme psát z = a + bi pro nìjaká reálná èísla a, b a tento výraz
substituujeme do rovnice. Dostaneme pak rovnici

a+ bi = 3i (a+ bi+ i)− 5 (a+ bi) ,

kterou (s trochou námahy) upravíme na

a+ bi = (3− 3b− 5a) + (3a− 5b) i

a vyøe¹íme zpùsobem z pøedchozího pøíkadu a dostaneme a = 2
5 , b =

1
5 , a tedy z = 2

5 + 1
5 i.

b) Budeme se z neohro¾enì pracovat jako s bì¾ným èíslem:

z = 3i (z − i)− 5z

z + 5z = 3i (z − i)
6z = 3iz − 3i2

6z − 3iz = −3i2
z (6− 3i) = 3

z =
3

6− 3i
=

2

5
+

1

5
i
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A teï zase vy:

Pøíklad 4. Vyøe¹te rovnici s neznámou z ∈ C: (z + i) (z − 3i) = z (z − i). [z = −3i]

Pøíklad 5. Vyøe¹te rovnici s neznámou z ∈ C: 2z + 3z = 5 + i. [mám z = a+ bi → jak vypadá z?; z = −3i]

Pøíklad 6. Vyøe¹te rovnici s neznámou z ∈ C: z · z − z = 6− 2i. [z ∈ ∅]

Geometrická pøedstava C Ji¾ jsme si snad zvykli, ¾e ka¾dé komplexní èíslo z mù¾eme zapsat pomocí jeho
algebraického tvaru z = a+ b · i. Èísla a,b ale mù¾eme vyu¾ít i jako souøadnice, aneb pøedstavovat si èíslo z
zároveò jako bod v rovinì (obèas se jí øíká Gaussova rovina):

b
z = a + b · i

b

a

Tedy konkrétní pøíklady, kde se nacházejí nìkterá komplexní èísla:

b

b

1 + i

1

i

−2− 1
2i −i

Bod v rovinì v¹ak umíme popsat nejen pomocí souøadnic x, y, ale, kdy¾ si pøedstavíme vhodný pravoúhlý
trojúhelník, tak i pomocí úhlu α a vzdálenosti od poèátku souøadnic ||z||:

b
z = a + b · i

b

a
α

||z||

Jak informace ||z|| a α získáme?

� vzdálenost od poèátku (èasto oznaèováná |z| a zvaná absolutní hodnota komplexního èísla) z Pytha-
gorovy vìty pro trojúhelník na obrázku: ||z||2 = a2 + b2, tedy

||z|| =
√

a2 + b2

(Èastou chybou je do odmocniny spoleènì s b pøidat i i a poèítat (bi)2 = b2i2 = −b2 a katastrofa je na
svìtì. Pozor na to!)

� úhel α ∈ 〈0; 2π) (nìkdy taky nazývaný argument èísla z, arg (z)) zjistíme také pomocí vlastností trojú-
helníku na obrázku: umíme toti¾ zjistit jeho sínus i kosínus:
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sinα =
b

||z||
cosα =

a

||z||

a pomocí tìchto dvou informací umíme zjistit i α (samotný sínus, resp. kosínus by nestaèil).

Pøíklad 7. Urèete absolutní hodnotu a argument komplexního èísla −
√
3 + i.

Øe¹ení. V tomto pøípadì je a = −
√
3 a b = 1, tedy ||z|| =

√(
−
√
3
)2

+ 12 =
√
4 = 2.

Dále pak sinα = 1
2 a cosα = −

√
3

2 . Podmínku sinα = 1
2 splòují dva úhly: π6 a 5π

6 , ale podmínku cosα = −
√
3

2
splòuje pouze druhý z nich, tedy zjistili jsme, ¾e α = 5π

6 .

Pøíklad 8. Urèete absolutní hodnotu a argument komplexního èísla 1− i. [||z|| =
√
2, α = 7π

4 ]

Pøíklad 9. Urèete absolutní hodnotu a argument komplexního èísla −2 + 2
√
3i. [||z|| = 4, α = 2π

3 ]

Goniometrický tvar komplexního èísla K èemu jsou absolutní hodnota a argument dobré? Mù¾eme po-
mocí nich libovolné komplexní èíslo zapsat v jiném formátu (tzv. goniometrický tvar), který (jak uvidíme
pøí¹tì) má jednu skvìlou vlastnost. Goniometrický tvar funguje takto:

kdy¾ máme komplexní èíslo z = a+ b · i, umíme zjistit jeho absolutní hodnotu ||z|| i argument α a mù¾eme

psát z = a+ b · i = ||z||
(

a+b·i
||z||

)
= ||z||

(
a
||z|| +

b
||z|| · i

)
= ||z|| (cosα+ i · sinα) a tvar

z = ||z|| (cosα+ i · sinα)

je tedy goniometrický tvar èísla z.

Pøíklad 10. Urèete goniometrický tvar èísla z = −
√
3 + i.

Øe¹ení. V Pøíkladu 7 u¾ jsme potøebná èísla ||z|| i α spoèítali, tak¾e je jen pou¾ijme: z = 2
(
cos 5π

6 + i · sin 5π
6

)
.

V¹imnìte si, ¾e gon. tvar je opravdu jen jiný zápis èísla, proto¾e 2
(
cos 5π

6 + i · sin 5π
6

)
= 2

(
−
√
3
2 + i 12

)
=

−
√
3+i. Je to podobné, jako kdy¾ èíslo 1

2 mù¾eme zapsat i jako 0, 5, jde jen o formu (ale ta mù¾e nìkdy pomoci).

Pøíklad 11. Urèete goniometrický tvar komplexního èísla 1− i. [1− i =
√
2
(
cos 7π

4 + i · sin 7π
4

)
]

(Pokud byste se chtìli zase podívat na nìjaká videa k tématu, tak solidní opìt kanál isibalo: https://www.
youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7 (pro nás jsou teï zajímavá videa è. 10
a¾ 15. Marek Valá¹ek bohu¾el zbylá videa o C nemá volnì pøístupná.)

A nyní trochu praxe:

1.

(a) Øe¹te pro x, z ∈ C:
i. x(1− 2i) + 2(x− i) = (2− i)(2 + x) [x = 2 + 2i]

ii. x+i
2x+1 = 2x−2

4x−3i [x = −2 + i]

iii. z + 2z = 3 + 2i [z = 1 + 2
3 i]

iv. iz(z + 1) + 4i− 1 = (z − 2i)(iz − 3) [z = 3
2 + 1

2 i]

v. 2(z + i) + i||z|| = 2 + i [místo ||z|| mù¾ete napsat
√
a2 + b2; z = 1− 4

3 i]

vi. zz − z = 6− 2i [z = −1− 2i nebo z = 2− 2i]

(b) Urèete goniometrický tvar následujících èísel:

https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7
https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7
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i. 5i [5
(
cos π2 + i sin π

2

)
]

ii. −10− 10i [10
√
2
(
cos 5π

2 + i sin 5π
4

)
]

iii. 3 [3 (cos 0 + i sin 0)]

iv. sin 30◦ + i cos 30◦ [není v gon. tvaru proto¾e u i musí být sínus!; 1
(
cos π3 + i sin π

3

)
]

v. −1+2i
1+3i [

√
2
2

(
cos π4 + i sin π

4

)
]

Eh???


