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Komplexni ¢isla 2:
Jednoduché rovnice v C, geometricka interpretace C a goniometricky tvar komplexnich éisel

7 minula si pripomenme, 7e kazdé komplexni ¢islo m4 tvar

a+b-i

kde redlnému ¢islu a fikdme realna c¢ast a redlnému cislu b fikdme imaginarni ¢ast.
Jednoduché rovnice v C
Priklad 1. Urcete z,y € R, aby platilo:
x(1+4d)+y(1—1i)=4+ 2.

Reseni. Napravo je komplexni ¢islo v algebraickém tvaru, i levou stranu tedy upravime do algebraického tvaru:
z(l+i)+y(l—i)=a+zi+y—yi=(x+y)+ (r—y)i Mame tedy

(x+y)+(x—y)i=4+2i

Reélna ¢ast napravo musi byt stejnd jako nalevo, proto musi platit x + y = 4, a podobné i s imagindrni, tj.
x —y = 2, ziskdme tak soustavu

{az +y=4

T—y =2,

kterd ma feseni v = 3,y = 1. O
A ted vy:

Piiklad 2. Vyieste rovnici x (y +1i) +y (z — i) = 2z — 2yi pro x,y € R, [t =0,y =0 nebo z =3,y = 1]

V pfedchozich dvou piikladech jsme rovnici ve skute¢nosti rozdélili na dvé rovnici, jednu pro Re (z) a druhou
pro Im (z). V nésledujicich piikladech u7 budeme s komplexnimi ¢isly provadét i algebraické operace:

Piiklad 3. Reste rovnici s nezndmou z € C:
z=3i(z—1i) —bz.
Reseni. Priklady tohoto typu miZeme fesit dvéma zpiisoby:

a) Pouzijeme fakt, ze kdyz je z € C, tak mtzeme psit z = a + bi pro néjaka redlnd ¢isla a,b a tento vyraz
substituujeme do rovnice. Dostaneme pak rovnici

a+bi=3i(a+bi+1i)—5(a+bi),
kterou (s trochou ndmahy) upravime na

a+bi=(3—3b—>5a)+ (3a — 5b)i

.

~ ¥z o v z v _ 2 _ 1 _ 2 1
a vyfeSime zptisobem z predchoziho piikadu a dostaneme a = £,b= ¢, atedy 2 = £ + ¢
b) Budeme se z neohroZené pracovat jako s béZnym éislem:

z2=3i(2—14)— 5z
2+4+52=23i(z—1)

6z = 3iz — 34>
6z — 3iz = —3i?
2(6—3i)=3
3
z = =—-+4+ =1
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A ted zase vy:
Priklad 4. Vyieste rovnici s nezndmou z € C: (2 +14) (z — 3i) = z (2 — 0). [z = —31]
Priklad 5. Vyfeste rovnici s nezndmou z € C: 2z +3zZ=5+14¢. [mam z = a+ bi — jak vypada z7; z = —3i]
Priklad 6. Vyieste rovnici s nezndmou z € C: z-z — 2z = 6 — 24. [z € 0]

Geometricka predstava C Jiz jsme si snad zvykli, Ze kazdé komplexni ¢islo z miizeme zapsat pomoci jeho
algebraického tvaru z = a + b -i. Cisla a, b ale mizeme vyuzit i jako soufadnice, aneb pfedstavovat si ¢islo z
zéroven jako bod v roviné (obcas se ji fikd Gaussova rovina):

bl .

Tedy konkrétni priklady, kde se nachéazeji nékterd komplexni ¢isla:

1.'
—2- 1 t—i

Bod v roviné v8ak umime popsat nejen pomoci souradnic x,y, ale, kdyz si predstavime vhodny pravothly
trojuhelnik, tak i pomoci Ghlu « a vzdalenosti od poéatku soutfadnic ||z||:

z=a-+b-i
b ..................

Jak informace ||z|| a a ziskdme?

e vzdélenost od pocéatku (Casto oznacovana |z| a zvand absolutni hodnota komplexniho ¢&isla) z Pytha-
gorovy véty pro trojihelnik na obrazku: ||z||? = a% 4+ b?, tedy

o]l = Va2 + b2

(Castou chybou je do odmocniny spole¢né s b pridat i i a poéitat (bi)2 = b?%2 = —b? a katastrofa je na
svété. Pozor na to!)

e Ghel o € (0;27) (nékdy taky nazyvany argument ¢isla z, arg (z)) zjistime také pomoci vlastnosti troja-
helniku na obrazku: umime totiz zjistit jeho sinus i kosinus:
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. b
sino = ——
Il
a
coso =
Il

a pomoci téchto dvou informaci umime zjistit i « (samotny sinus, resp. kosinus by nestacil).

Priklad 7. Urcete absolutni hodnotu a argument komplezniho ¢isla —/3 + i.

Re$eni. V tomto pifpadé je a = —v/3 a b =1, tedy ||2|| = (—\f)Z +12 = \f =2.

Déle pak sina = % acosa = _T\/g Podminku sina = 5 splnuy dva ahly: & a 2= ale podminku cosa = T\/g
spliuje pouze druhy z nich, tedy zjistili jsme, 7e o = 3T. 0O
Priklad 8. Urcete absolutni hodnotu a argument komplezniho cisla 1 — i. [lz]| = V2,0 = 74”}
Pi#iklad 9. Urcete absolutni hodnotu a argument komplexniho Cisla —2 + 2v/3i. [l|z 2]

Goniometricky tvar komplexniho éisla K ¢emu jsou absolutni hodnota a argument dobré? Mizeme po-
moci nich libovolné komplexni &islo zapsat v jiném formatu (tzv. goniometricky tvar), ktery (jak uvidime
pristé) ma jednu skvélou vlastnost. Goniometricky tvar funguje takto:

kdyZ mame komplexni ¢islo z = a + b - i, umime zjistit jeho absolutni hodnotu ||z|| i argument « a miZzeme

psit z=a+b-i= \|z||(“‘“"“>:||z||(H"Z‘H b

i z) =||z|| (cosa+ i - sina) a tvar

[ z =||z|| (cosa + 7 - sin &) ]

je tedy goniometricky tvar Cisla z.

Priklad 10. Urcete goniometricky tvar ¢isla z = —/3 + i.

Reseni. V Prikladu ui jsme potiebnd ¢isla ||z|| i « spocitali, takze je jen pouzijme: z = 2 (cos 2T 44 -sin %”)

O

Vsimnéte si, ze gon. tvar je opravdu jen jiny zapis ¢isla, protoze 2 (cos— + 4 - sin 2% ) = 2( V3 41 ) =

—/3+i. Je to podobné, jako kdy7 &islo 1 miizeme zapsat i jako 0, 5, jde jen o formu (ale ta miize nekdy pomoci).
2

Piiklad 11. Urcete goniometricky tvar komplexniho ¢isla 1 — 1. [1—i=+2 ((tos %’— +i-sin & )}

(Pokud byste se chtéli zase podivat na néjakd videa k tématu, tak solidni opét kanél isibalo: https://www.
youtube.com/playlist?1list=PLD-MTm0zXT50xEfOyFqHm8vjtYY44BUh7 (pro nas jsou ted zajimava videa ¢. 10
az 15. Marek Valasek bohuzel zbyla videa o C nemd volné p¥istupnd.)

A nyni trochu praxe:
1.

(a) Reste pro z,z € C:

Lz(l-20)+2x—9)=2-9(2+2) [x =2+ 2]
i 2 = i [z = —2+1]
iii. 24+22=3+2i [z =1+ 2]
iv. iz(z+1)+4i— 1= (2 —2i)(iz — 3) [z =32 + 3]
v. 2(z+10)+illz|]|=2+1 [misto ||z|| mizete napsat va® +b% z =1 — ]
Vi 2Z2—2=6—2i [z =—1—2inebo z =2 —27]

(b) Urcete goniometricky tvar nasledujicich ¢isel:


https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7
https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OxEf0yFqHm8vjtYY44BUh7
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ii.
iii.
iv.

V.

5%

—10 — 104

3

sin 30° + ¢ cos 30°

—1+2:
1+3¢

)
[neni v gon. tvaru protoze u ¢ musi byt sinus!; 1 (cos 7 +isin g)

Eh?7?

i

[5(cos 5 +isin %)
[10\@ (cos %’r + isin %’r
[3(cos0+isin0

[g (cos T +isin



